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II. Joannis Keill M. D. <& in Academia Oxonienfi Aftrono* 
mU Profefforis Saviliani, Obfervationes in ea gu<& edidit Cekber" 
rimus Geometra Johannes BemoaWi inCommentariisPhyftco Ma- 
thematicis Parifienfibus Anno 1710. de inverfo Probkmate 
Firtum Centripetarum. Et ejufdem Problematjs folutio nova. 

NObiliffimum eft problema Dad lege Vis centripetas in- 
venire Curvam quam deicribit Mobile, de 1oco dato, 
iecundum datam re&am,& cum data velocitate egrediens Con- 
ceffis figurarum curvilinearum quadraturis, ejus folutionem 
perfedtam oiim dedit Dominus Nevetonus in Principiis Philofophist 
Mathematicis. Hoc ipfum Problema denuo aggreflus eft vir 
clariflimus & Geornetra celeberrimus Dominus Johannes Bern- 
oulli in Academia Bafilienft Mathefeos Profeflbr *, qui non pau- 
ca eaque egregia ingenii fui fpecimina jam pridem edidic , 
quibus Geometriam reconditiorem non parum ditavit. Unde 
a tanti viri acumine novam pulchramque Problematis folvendi 
methodum expecTrabam., Geftiebam itaque folutionem Ber- 
noullianam perlegere, & cum Newtoniana comparare ; quibus 
tandemdiligentiusperled:is& examinacis, hasc qu« fequuntur 
annotavi. 

Dominus Bernoulli eandempraemittit propofitionem quam 
Newtonus probiemati demonftrando prius adhibuit : eft- 
que ea in Princtylis XL, non minus pulchra quam demonftratu 
facilis. Scil. 

Si corpus cogente vi quacunque centripeta moveatur ut- 
cunque, & corpus aliud re<5ta afcendat vel defcendat, fintque 
eorum velocitates, in aliquo aequaliumalticudinumcafu,aequa- 
les; velocitates eorum in omnibus aequaiibus akitudinibus 
erunt asquales. 



" Vide Commentarios Phyfico-mathematicos Parifienfes Anno 
»710. 

O Hujus 
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Hujus propofitionis Demonftrationem Newtonianam aic 
Bernoullius cfle nimis implicatam, & fuam, quam fimplici- 
orem vocat, ejusioco fubftituit. At pace tanti yiriliceat mi* 
hi dicere, fi quid difcriminis fic inter demonftrationem Ber- 
noullianam & Newtonianam, id in eo fitum eft, quod. ha?c 
multo facilior effe videtur minufque perplexa quamilla. Fig? I. 
Namfi centro Cdefcribantur circu!i£>/, E K, quorum inter- 
vallum D E eft quam minimum, fintque corporum in D &/ 
velocitates arquales, &ab ATad /# ! demittaturperpendiculum 
NT, fufe oftendit Newtonus vim acceleratricem fecundum DE, 
efle ad vim acceleratriccm fecundum / K ut IN ad IT. Nimi*- 
rum fi vis fecundum D E vel I N exponaturper re&as DE 
vel I N, vis ilia fecundum / N refblvitur induas Tl, T N, quaf 
r,um illa folum qux eft ut TI motum fecundum diredionem 
I K accelerat : aceelerationes autem feu velocitatum incremea- 
ca funt ut vires & tempora quibus generantur conjundtim. 
At tempora ob sequales velocitates in. D&.I, funt ut vise de- 
feripta: D E,. I K \ quare acceierationes in dccurfii corporum 
per lincas DE 8tfK, funt ut DE ad IT & D E ad IKcon* 
jundtim ; Le. uc D£ quad. quod eft /iVquad. ad re<5tang. 
iTx IK. adeoque ob ///quad. = ITxiK, incrementa vei- 
locitatum funt arqualia : sequales igitur funt velocicates in E6c 
K, & eodem argumento fcmper reperientur asquales in aequali- 
bus diftantiis. Haec eft fumma demonftrationis Newtoni quae 
cam diiucide ab eo exponitur, ut inter propofitiones elemenra^ 
rts paucas faciliores invenies. At non iic procedit Dominus 
Bernouliius, fed illi fuffiric dicere, Mechanicam oftendere vim 
lecundura D E efTe ad vimfecundum IK, uc./jTad D E. Me- 
chanicam etiam oftendere inerementa velocitatum eflein rati- 
one virium & temporum conjundrim 3 & inicio motus pofitis 
vekcitatibus aequalibus tempora funt ut viae defcriptae DE, IK; 
&4iinc, fargumento prorfus fimili ei quo utitur Newtonus) 
concludit incrementum velocitatis, quod acquirit corpus dum 
dcfcribic I K, eftead incrementum velocicacis dum defcribicur 
D E, mDgxIKadlKxDE, & proinde velocitatum incre- 
mcnta ubique in diftantiis jequalibus efse sequalia. 

At 
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At fi Tyronibus facilem voiuiflet tradere demonftrationem, 
debuiflet Propofitionem Mechanicamcitare, eanique ad prxfen* 
tem cafum accommodare. Et quidem plaribus verbis opus efc» 
ut hoc fiat per theorema quod innuere videtur, in quo agitur 
de defcenlu Gravium in planis inclinatis : nulium enim eft 
hic Planum datum quod re&o corporum defcenfui ob- 
flat ; immo tantum abeff ut corpus a plano cohibeatur, ut e con* 
t r a a Plano feu Tangente per vim quandam continuo rctrahitur. 
Proculdubio igitur manifefta magis foret ejus ratiocinii vi$, il 
demiffis Mechanicai propofitionibus, rem omnem ex propriis 
principHs demonftraflet, utifecicNewtonus. Nam refoivendo 
triang.re&ang. KNlia duotriangula aequianguia.eft /f /ad I& 
ut /Nad // , adeoque loco rationis /Nad /7'ponere potu- 
ifiec jrationem Kl ad /iST vel ad D E. 

Si de loco quovis A in re&a AC cadat corpus, deque lo- 
co ejus E erigatur femper perpendicularis EG vi centripetas. 
proportionalis, fitque B FG linea curva quam pun&um G 
perpetuo tangit j demonftrat Newconus velocitatem corporis 
in loco quovis E efle ut Arese curviiinea? A BG E latus qua- 
dratum. Adeoque fi velocitas dicatur v, erit v z ut Area 
ABG E> & dP fic altitudo maxima, ad quam corpus in Tra. 
je&oria revolvens, deque quovis ejus punclo ea quam ibi 
habec velocitate furfum proje<Stum afcendere poffit : fitque 
quantitas A diftantia corporis a centro, in alio quovis orbitse 
pundto ; & vis centripeta fit femper ut ipfius ^dignitas qua> 
lrbet, fci Lgtt A ""', Velocicas corporis in omni altitudinc A 
crit ut VnP" —nA" • 

Similicer Dominus Bernoullius oftendit, fi diftantia a centro 
dicatur x, velocitasv & vis centripeta <p, dfev — Vab—fy X 
ubi ex Quadraturis conftat efie Aream ABGE = ab —f<px. Pe- 
rinde itaque eft five exprimatur quadratum veiocitatis per 
AtezmABGE, five perquatititatemhuic aequalem^ — fyx. 
Et fi vis centripeta <p fit uc nA""' f eu n x*', fit i = P"& 



Vide prop. 2$< & 40. Principiorum, 

O 2 /<px 
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fyx ~A», adeoque ab —{qx eft ut quantitas ?"~A*. 

Deicribat corpus Curvam PK, vi centripeta tendente ad C, 
deturque circulus VXX, centro C intervalloquovis C/^detcrip- 

tus. QJit quantitas conftans, atque — = z. Skque KI elemen- 

tum Curvae, Itf vel D E elementum akitudinis, XTekmen- 
tum arcus .- demonftrat Newtonus Elementum arcus feu XY 

Q * / N* C X 
cxprimi pofle per hanc formulam — -- ^==== — — . Similfeer 
r r AAVAoGE—z 

ex prazmiflis Dominus Bernoullius,pofi<o Arcu l/X=z, & altitu- 
dine leu diftantia =#, elementum arcus ad hancreducit formu- 



a^cx 



iam fcil. * = 7= = ■ — > -.-■■ r== Et primo quidem at 
\/-abx+—x+fo*—*c z x*- 

pe&u videbatur formula Newtoniana quodammodo fimplicior 
Bernoulliana, eo quod paucioribus conftat terminis ; at re di- 
Jigentius explorara, vidi Bernoullianam formulam omnino cum 
Newtoniana coineidere $ nee nifi in notatione quantitatum ab 
ea differre. Nam fi pro- ab —fyx ponatur ABG E, pro a e 
ponatur g, & x pro A, a pra C X, & x pro I N, fic 

Sabx<-x%x—aW = SA^AMGE-^gA*** 

A l 

— ±^_ ., .. f eu ponendo s ioco -—, (quod faat 

aavaBge-x 1 * a- 

Newtonus commodioris notationis gratia,) Formula Bernoulli- ■- 

Q * C X x IN 
anaevadit -~~^ ■ ■ % •• unde conftat formulam ilJam 
A^VXBGE-z 2 : 

non magis a Newtoniana difcrepare, quam verba Latinis iite- 

iis exprella difterunt ab iiidem verbis fcriptis in, Gracis cha- 

ra&eribus. 

Poft traditam generalem formulam ; defcendit Dominus 

Ber&oullius ad cafum particulatem, ubi vis centripeta eft reci- 

proce 
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proce ut quadratum diftantis ; & per varias redu&iones & 
operationes fatis moleftas, conftrudtionem oftendit Curvarum 
qax urgente ea vi centripeta defcribi poflirnt, eafque ad a?qua- 
tiones reducendo probat efle Se&iones Conicas. Deinde que- 
ritur Dominum Newtonum fupponere fine demonftratione 
Curvas a tali vi defcriptas efle Se&iones Conicas. 

Impoflibile eft ut credat nullam Newtono notam fuifle hu- 
jus rei demonftrationem ; Noverit enim eum primum & (b- 
lum fuifle qui hanc omnem de vi centripeta doclrinam geome- 
trice tratStavit, quique eam ad tantam perfe<3ionem perduxit, 
ut poft plures quam viginti annos, parum admodum a pra:- 
ftantiflimis Geometris ei additum fit. Noverit etiam Bernoul- 
lius Newtonum, pmer generalem problematis inverfi folutio- 
nem, oftendifle modum quo formari poffunt Curvas, qux vi 
centripeta decrefcente in triplicata diftantise ratione defcribun- 
tur, adeoque alterum illum cafum ignorare non potuifle. 
Nec profedo intelligo qua ratione Bernoullius Newtono ol> 
jiciae-, eum hujus cafus demonftrationem prsetermififle ; cum 
ipfe non pauca fepius propofuit Theoremata, quorum demon- 
ftrationes nufquam dedit ; & quidni liceat Newtono ad alia 
feftinanti hoc idem facere. Interim in nova Principiorum 
Editione, facilior multo &magis clara, licet tribus verbis, ex- 
tat hujus rei demonftratio, quam eft Bernoulliana. 

Tandem Bernoullius ut neceflitatem fuaz demonftrationis 
inverfi Problematis in hoc particulari cafu oftendat, haec addit. 
Confiderandum eft, inquit, quod vis quai facit ut corpus in 
SpiraliLogarithmicamoveatur, debet efle reciproce ut cubus 
diftantias a centro ; at non inde fequitur talibus viribus fem« 
per defcribi debere tales Curvas, cum fimiles etiam vires face- 
re poflunt ut corpus in Spirali Hyperbolica moveatur. 

Miror fanequod Vir Cl.fufpiceturNewtonumtalemunquam 
duxifle confequentiam. Nam pra. 5 rer Spiraiem logarithmicam, 
oftendit Newtonus qua ratione alia?Curvas, numeroinfinkie 
&diverfe, formari poflunt, quse omnes defertbantur eadem vi 
centripeta qua Spiralis Lcgaritbmica; interque eas reponi de- 
feet hazc ipfa$piralisHyperbolica,ut in fequentibus oftendemus, 

Exinde 
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Exinde-autem eoncluditNewtonus Se&iones tanturn Cor.icas 

nccciTario defcribi debere.per vim centripetam qu ad ra to di- 

ft&titix reciproce propordonalem: Nempe quod Curvatura 

crbira: cujufcunque ex datis velocitate, vi centripeta & pofiti- 

onc Tangentisdatur; datis autem umbeiico, pun&o conractus 

&■ pofitione tangentis.fenrper defcribi poilit Se&ioConka quae 

curvaturam illam datam habcat.Hoc ame oflenfum eft inAdis 

I hiiofophicis Londinenfibus Anno 1708. In hac jgitur Secli- 

one,, urgente ilJa vi corpus movebitur, & in nulla alia ; cum 

corpus de eodem loco, fecundum eandem direclionem eadem 

cum ve!ocitate,& urgente eadem vi centripeta exiens, non poffic 

diverfas femitas defcribere. 

Liceat jam mihiDominumBernoullium imitari, & inverfum 

de vi centripeta problema longe diverfa methodo refblvere, j& 

ad caium particularem applicare ; ubi fcil. vis eft reciproce uc 

cubus diftantia?, fimulque oftendere demonftrationem Cor.j. 

prop. 41. Principiorum Newtoni. 

Quod ut fiat, qucedam ex iis qua? in A&is Philofophicis 

No. 317. expofui hic prxmittenda funt. Fig. II. 

Sit VIL Curva quazvis, quam corpus urgente vi centripeta 

ad centrum C tendente defcribit : iianc Curvam in duobus 

pundis infinite vicinis /&^tangant redse IP, Kp, ad quas 

e centro demittantur perpendiculares C P, Cf; centro item C 

defcribantur K E, ID, &ducatur C/. 

Pp 
Erit vis centripeta ut Quantitas— — - — —-Quod Theorema li- 

rC J x IN 

cetin pradidto locodem0nftravimus,eccealiamejusdemonftra- 
tionem. Ex K ducantur Km adCP&cKnadCI parallelas. Et 
ob aequiangula triangula IC P, IKN, nRm, Item que ob lJ(m 
fklfP arquiangu la. Erit, 

Ip vel IP : IK : : fP : Km 
PC : IP : : Km : mn 
IN t IK : : mn : nK unde ex aequo 
flet PC x IN : I K\ : : fp : nK; & eric nK = 
3> P x I K z 

v> rr. Prsterea tempus quo defcribitur arcus IJC eft ut 
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Area (eutriangulum IC K, vel ejus duplum PCxIK) adeo- 
que fi tempus detur erit P C * 1 K quantitas conftans. Dato 
autem tempore, vis centripeta eft utlineola Kn quas fub ur- 
gente vi Hla defcribitur, adeoque vis centripeta eft ut lineoia 

illa Kn du&a in quantitatem conftantem— hoc eft, 

i Pf * IK 1 „ 
erit vis centripeta ut -— q — r ~ * — - teu ut quantitas 

P/> 
- . Quod erat dcmonftrandum. 

Velocitas corporis in quovis loco eft uc via in minimo 
quovis tempore percurfa directe & ut tempus illud inverse j 

adeoque & ut / K x ^^ - , hoceft, velocitas erk recipro- 

PCxIK 

ccut Perpendicularis e centro in Tangentem. 

St diftantia Corporis a centro dicatur x, & Perpendicularis 

in tangcntem/», erk IN—X&. Pp =p & vis centripetaexponi 

p 
poteft per quantitatem — • , aflumendo quantitatem quamlibet 

pro/ + . 

Adeoque fi cum Domino Bernoullio vim centripetam norai- 

f*P f*P • 

nemus c>, crit— • =?& -f= xm &capiendo harum quan- 
fx f\ 

/ 4 
titatum fluentes erit — = Fluenti quantitatis x<p 

2p 

At cum velocitas corporis fit reciproce ut perpendkularis 

/+ 
f, cjus quadratum exponi poteft per -~. Siitaque velocitas 

(j 

dicatur v, erit v % = ~ = Fluenti quantitatis x<p. Quod fi 

A. fit locus de quo cadere debet corpus ut acquirac ia-JD vel / 

veloci- 
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vefocitatem v, deque loco corporis D erigatur perpendicularis 
D F ~ <p eric re&angulum D E* D F — x <p. Sit jam BFG ii- 
nea curva cujus ordinatas exponant vires centripetas, feu 
quantitates <p Fluens quantitacis x <p erit Area curvilinea 

ABFD = v x = ■—, adeoque erit v ut Atex A B FD Jatus 
zp 

quadratum. Quod fi velocitas ea fit quae ab infinica diftantia 
cadendo acquiritur, eric V feu fluens ipfius xif «qualearese 
D FO indefinire protenfe. 

Hinc femper dabicur quantitas p in cerminis finicis, quando 
Area illa curvilinea rerminis finicis exponi poceft. Sic, verbi 
gracia, vis cencripeta reciproce ut diftantias dignitas m, hoc 

eft, Citx/p -=~^- Si velocitas corporis fit ea quse acquiritur 

cadendoabinfinitadiftantia, erit^= £■ — — & in 

m-i%x m ~ i xf 
hifce omnibus cafibus Area indefinire prccenia eft quantitas 
finita. Poteft autem corpus in traje&oria revolvi velocitate 
cujus quadratum vel majus fieri poteft, vel minus quantitate 

* , vel huic aequale. Adeoque erit v 2 - = ~ = 

— £-, 4;y 
m-ix m ~ l 

Hinc urgentibus bis virrbus, tria Gurvarum genera defcribi 
poflunt 3 prout e z eft quantitas pofitiva vel negativa vel 
nulla. 

KG. Si Velocitas major fit ea quae acquiritur ab infinita 

«Kftantia cadendo, fit — = ■— +<?*.- fi velocitas fit minor 

xf m-\x m ~ l 

crit-— . = — _* 2 ; fi «qualis, erit — ■= — 

%f m-nx m ~ l xf m~ix m * 

Sit 



(99 ) 

Sit ™ / 4 =s a% i% & ;;:rr x £ — ^ «*• Et fi vclocitas corporis 
fit ea quae abinfinito cadendo acquiritur, crit f 



a x 



i> z 



feu p 



b 
At fi velocitas majot fit aut minor hac velocitatc, fiec uts 

oftenfum eft T —- - t e z = ^ s ~~ e x Unde 

zp z m — ix m ~ l x m ~ l 

p 

pro y/ 4 & ——- ponendo earum valores <r e z & b z <r% erit 
w— i 

feu — = , & fiet «•* =* 



m-i A 2, a-1»— i 



^ * m " 1 r * 



yt % AA ~ — > 



Adeoque fi Vis centripeta fit reciproce ut cubus diftantiar, 



*'** 



hoceft,fifitw = 3 &w —i =i « Eritf = — -,vel/=r 



a z x x a z x z 

- , vel denique f = ;• 

b x +x x b l ~x- 

In primocafu conftat Curvam efle Spiralem Logarithmicam ; 
nam fit p = —- 5 & b -. a : : x : /. adeoque ob conftantem ra- 

tionem b ad 4, erit angulus CIP ubique conftans. 

a z x z 
Ponamus jam efle f = *- - t & ex hac fuppofitione trts 

oriuntur diverfas Curvarum fpecies, prout a major eft quam b, 
aut ei jequalis, aut minor. Fig. III. 

Et primo fit a major quam &. Centro C & ad diftantiam 
quamvis datam defcribatur circulus HTX, cui xq&x. CK,C1 
©rodu&eoccurrant inr&X Et eft/tf*: XW::IP Z : PC 

P & itsa 
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& ita CF—PC: TC : : x* —f zf : : x 



z ^ 



4" #* ** *~ 



*! + *! 

::F+**-4~: 4*. Qua- 



' p+x* " *"■ + ** '** + * 

.. ■ . 4 X 

re erit V x z -t- b z — a z : a : : //v : K N 



***+*--< 
=K£J. Et quoniam eft a major quam b, erie b z —~ a z quantitas 

a k 
negativa. Sitilla-c 2 , unde fit KN=z- z— z = Dicatur radius 

circuli HT h, & eft C K : K N : : cr : TX hoc eft at: 

a x . h a x 

-== -r : : £ : >, = TXz^y, fi arcuS HTvQCG- 

Vx 2 - — f x Vx\ _ * 

cetur y» 

m _ * * 

_* f Zt X Ht* 

Sit *♦ ■— — unde * = — — — & — = ► Iteit* erit #~ —c~ 

£ * AT £ 



+ «+ — «***' e* ■ e 

~-c x = — =-- x ff~- * l : undci/.V|— <*•= — , 

£4 * 



.=- f - = =. — * f-— zr : unae v x~ — ■ *--= — * 

«"" 5?" &" * 



</ c * — z z : quibus valoribus fubftitutis, erit 

: ■ -„-— =- Sit 4 : rr: » : I. hoceft,fiC4=0*,&ficC JT/feu 
c </ r — z v 

nhx, _- . »/&z, . fa 

•7 .vCi -*' 



Eft vero -p- — __- ad ;— - — - ut » £ ad 



i 



•?-.*-" <c~— s~ W-*- 

c ; hoceft in ratione datar adeoque Corumfiuentes, fi fimulin- 
eipiunt, eruntin eadfmratione, hoc eft eric HT feuji ad flu*. 

entem quantitatis - "■ ■ == - ut » & ad r. 

Quod fi centroCradio C^=«deicribatur cireuIus^Z,& CG 

fit-=z,$c»o=z, fiet arcus «*»= - — = fluxioni arcus 

Sc* — z* 

Qm, quando fluxio cft quantitas pofitiva : ftd quando eft nega- 

tiva 
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tiva, ejus fluens eft ircus Vm prioris complementum. Areus 
enim ejufque complemcntum eandem habent quantitatem 
fluxionem denotantem, diverfis tantum fignis affe&am ; quia 
crefcente unodccrefcit altcr. 

Hinc eft II T ad Vmutnh ad a fed eft C^ad C H uc Vt: 

hxV e hxVe 

HT, hoccftf : h ::Ve : • - == H T, quare erit — ; : 

c c 

Vm r: nh: c, undeVt: Vm : : n *. I. 

Praecerea ex natura eirculi erit C<? : CV :: CV ~ CT, 

C " 

quando w 7* circulum tangit : hoc eft erit * : c .• : «• : — — 

CT~x. Hinc fi capiatur angulus fC e ad angulum VCmutn 
ad I, & producatuar C* ad K ut fit Ctf = fecanti CT, erit 
tf pundhim in Curva quaefita. 

Hic obiter notandum eft, fi n fit numcrus.hoc eft.il fit a ad * 
yel 4 ad^/ — i* ut numerusad numerum, Curva VI fiet 
Algebraica: nam in hoc cafu relatio m G ad finum anguli FC* 
xquatione definitur,& inde habebitur relatio finus anguli VC e 
ad C 7*vel C ^peraequationem determinatam, & inde demum 
dabitur aequatio quae exprimet relationem inter ordinatam & 
interceptam a pun&o C incipientem. Harum Curvarum ordi- 
nes & gradus in Scala aequationum Algebraica diverfi erunc 
pro magnitudine numeri n. In his omnibus Curvis fic de- 
fcriptis Afympoti pofitio hac ratione determinatur : Fiat angu- 
ius VC L ad re&um angulum ut n ad i . In eo angulo diftan- 
tia corporis a centro evadit infinita. Jam quad- perpendicu- 

a* x* 
laris in Tangentem PC— -— - — , ubi x eft infinita, fit PC~ 

b*-rx* 

4'at' 

— -,feu PCz=a. Ducatur itaque C R ad CL perpendicula- 
x % ' 

ris & aequalis re&ae 4,& fi per R ducatur R S re&ae CL parallela, 
haecCurvam tanget ad infinitam diftantiam, feu eritCurvas 
Afymptotos. 

Sicorpusin quavis harum Curvarum defcendendo, ad Ap- 
fidem imam pervenerit ; Hinc rurfus afcendet in infinitum, 

P i & 
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& aliam Curvam priori fimilem, feu potius ejufdem Carv* fi- 
milem portionem, alcendendo defcribet. 

Curvas has poflunt pluribus revolutionibus circa centrum 
torqueri, priufquam ad Afymptoton convergere incipiant, & 
motus angularis re&ae CK erit aequalis totidem re&i&quot nu- 
merus n conftat Unitatibus. v. g. fi n fit ico, perficientur vi- 
ginti«quinque integraz revolutiones priufquam diftantia a centro 
evadat infinita. 

a 

Au&o numero n, eadem manente a, minuitur c : eft enim— 

» 

vt & — = e* = a* — b\ unde fiet .»* — ix/^»^'. Et pro- 

inde fiet / .-. b* : : »* : n x — i ; adeoque fi b* ad asqualitatem 
accedat ipfius a* % perveniet quoque/* 1 — i ad rationem zequalita- 
tis cum n\ & proinde augebitur n & in eadem ratione minue- 
tur c. Ponatur itaque efle b* fere sequale ipfi / ; adeo ut cum 
differentia. fit infinite parva, fiat n numerus infinite magnus, & 
radius circulir fiet infinite parvus,feu circulusjnfuumcentrum 
contrahetur. At fic evanefcente c, non pariter evanefcit CT, 
fi angulus/^CAf.fit propemodum redus : narn in omni circulo, 
etiam minimo, (ecans anguli re&i eft quantitas infinita. Curva 
itaque haec, ob# numerum infinitum, infinitis numero revoluti- 
onibus centrum ambibit, priufquam ad Afymptoton convergere 
incipiet, 

Evanefcente autem c dtb—a&P — ■ , \ Et quoni-. 

v' x 4-a* 

am in omni cafu eft > = — — , evanefcente c fiet } — 

xVx -j-ff 

, unde carpiendo Fluentes fierjr — — feu xy =ha — datas 

x" x 

quantitati. Fig. IV. 

Hax Curva eft Spiralis Hyperbolica, quae plUres habet no- 
tabiles proprietates. Si ducatur radius quilibet C /TCurvseoc- 
currens in /, & peripheriae circuli in T, &exCad C/excitetur 

perpen- , 



perpendicularis C T, atque IT tangat Curvam in /, «_• reclle 
C7*occurrat in T:. erk CT conftans redta, aequalis fcil. arcui 
F£;qua proprietate Logarithmicam semulatur, cum C7*Cur- 
va& Subtangens dici poflit. Sit enim Radius circuli CE=fo,&t- 
cus VE~ a, dicatur CIx &fTfit y. Quia eft ha ■_= x x y erit 

-f = j,&-lf — ^ Porroeft CT : C/ ::..X_r : Jv* tf 
*" * . 

h A X A X 

hoc eft £ :.*■••.: — :J/„T: quse proinde eft — . Et quoniam 

x x~ 

cft / tf : tftf : : C/ : C r. hoc eft * : — : ; x : CT, erit CT=a. 

x 

Sicentro C, intervallo quovis CG, defcribatur circuli arcus 
G F, hicarcus inter re&am C V & curvam interceptus erit fem- 
per aequalis conftanti re&x C T vel a. Nara quoniam eft VL * 
CF~CV*VE y etitVL : VE : : C V : C F : : VL : G F 
unde azquantur VE & GF. Si ad CG ex C excitetur 
normalis CR=VE vel /"G vel o, & per i? agatur i?5 red&e 
C r parallela, erit RS Curva: Afymptotos. Nam eft re&a MS 
aequalis arcui G F, & proinde Z 7 - diftantia Curvae ab R S eft 
femper sequalis exceflui quo arcus fiiperat fuum finum : at cum 
diftantiacrefcatininfinitum,exceflus ille minueturin infinitum, 
& fict tandem data quavis re&a minor, & proinde R S erk 
Curvae Afymptotosv 

Sit jami major quam a ; & fimiliter, ut in priore cafu, in- 

venietur K N= / z,.z — : ** quoniam b fuperat a, erit c l 

= 6 a — a 7, quantitas pofitiva, & ffATfiet=- —, — &ponendo 

^ x^.J^ f* 

h a x 
radium circuli HT=h, invenietur^r= — ^=====-. Pona- 

<* . . c z z, s X. z _ . 
tur # = — , & errt * = — —-- c* — = -. Er« quoque aj* = 

Z> Z X x> 

— & Jf! +f* = -r + f •■ = = — * cH z z : unde 

zr a z zr 
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c 



y^* jjf. 6 * = — . x y^ +.i,\His- itaque valoribus (iMieiitis fit 

—-i__L~ = - -4-^== = -i . Nam tale fumi poteft ini- 
xi/x~\-c 2 cVc XJ rz x 

— h*k 

t«im arcus BT, ut fimut cum Fluente quantitatis "~~, T , , a 

#£* . _ 

crefcat & decrefcat. Eiat nc =* & erit 7=^= - — 7» * 

V /■ "T" ,C l 

4^^ = ; *} - fe«2ori C -*T. 
vQ' + ~ 3 

Eft autcm — m : ' , — r ; ::<**• 

data ratione. Adeoque eritfe&or CXT ad ^ 

per in data ratione. Harum itaque quantitatum fluentes 
erunt in eadem ratione, cum fimul incipcre ponantur. Flu- 
ens autem fcflorisCXreft fedior CVT, & fluens quantitatis 




- eft fe&or Hypetbote, quod fic oftenditur. Fig.V. 
V * * *f « 

Centro C femiaxe tranfrerfo C f= r defcribatur Rypetbofe 
arquilatera, & ex duobus puntfis vicinis D & F ordinentur 
ad axem conjugatum re_tae D B, EF\ ducantur item CD,CF. 
Et incrementum feu fluxio trianguli BCD squale erit BE x 
B D — fedore P C Z 7 ; unde fedor DCF (qui eft Fluxio fe&oris 
CVD) aequalis erit BExB D — incremento trianguli BC D, 
<£t fi 5 Cdicatur *, ob Hyperbolam, eft fl D z = BV+cr* 
= *.* + *' : unde flD = jc'+z 2 , & BE_*BD = *x vV< + z\ 
Triangulum autem B C D eft ~ z * •"? +*% cujus fluxio eft 

ri x vV+j_* + -!. Subtrahatur haec quantitas ab 

a. x vV- 4 x 2 , '& reftabit ftclor Hyperbolas minimus CD^ 



( i<>5 ) 



** 



• t/f v 4- ** VV4~ 

-?*;- — -. Adeoque fluensfectoris CDFdk jequalis fliienti 
• ** + ** 

quantitatis J.^. ~. Proinde eritfe&orCTOfluensquan» 

\ e x i, 
titatis v* - « Pranerea 07* recta tangat Hy perbolam 

& occurrat Axi conjugato tn T< Eft ex natura Hyperbola: B C : 

c l 
CV:: CV : CT t hoceft* .-: e :: C :—z=CT=zx. At- 

z, 

que hinc oritur *onftrudtio quar fequitur» Fig. VT, 

Centro C femiaxe tranfverfo C/^defcribatur Hyperbola asqui- 
latera Vm, item ctrculus Ve. Capiatur fe&or circularis C /^e ad 
fediorem Hyperbolicam c ^» ut » ad i; tangat Hyperbolam 
in m re&a Tm, occurrensAxi conjugato in T: producatur C e ad 
* ut fit Ck = CT t & pun&um # eritin Curva quaefid. Nempe 
talis eft ea Curva, ut.fi c k dicatur x, Perpendifcularis a C 

in tangentem ejus demifia erit femper ajquahs - l-rr4r~~ . 

Quando x eft infinita evanefcit &Y& perpendicuiarisfit "^" a > & 
tunccoinciditc/icum CV. Si itaque capiatur in axeeonjugato 
CR = 4, &ducatur RS ipfi C fparallela.erit hxcCurva Afymp- 
rotos. 
St eo uique augeatur a ut fiatquantitas£ 2 — ** infinite parva, 

h a x ha x . , , 

tunc evanefcet c\ & quantttas — ^ —-r-- ' - fit — '— ^ ?• Unde 

ficapiantur harum quantttatum fluentes,habebimus » -=y, &h a 

= xy, hoc eft re&angulum fub arcu circulari & diftantia Cur- 
vae a centro erit femper data quantitas; atquehac-ratio.ne.mi- 
grabitcurva in fpiralem Hyperbolicam. Eft itaque fpiralis Hy- 
perbolica Curva media feu quafi limes,inter eas Cu rvas quje con- 
ftruuntur per fe&ores cireulares & eas quaz conftruuntur per 
{e$ot£S Hyperbolicos. Itaque fpirahs illa Hyperbolica cenci- 

»i 
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*pi poteft formari vel per fectoremCircuIi aut Ellfpfis, vcl per 
teciorem Hyperbolx, cujus Axisjranfverfusminuituf in infini- 
tum, & in eadem rarione augetur numerus n. 

Ad eum jam devenimus cafum ubi velocitas corporis minoi 
*efl ea qux acquiritur cadendo ab infinita diftantia, &ubi/>*= 

A 3 X~ 

• — '-. — ■. Ethicfimiliratiocinioacin.priori.cafu, invenie- 
6* — x- 

Ax 

tur XN= " .- - — . , ubi necefle eft uf fit ^majus quam 
s\ Hinc fi i*— »* dicatur * \ fit tf N= ^, ; & proinde 

^Ti leuv = i — r; 

xVf ! -—• Af l 

Sitjam x =:—, & fiet — =» feu = — — - & 

Z> K Z X z, 

* 2 — * l erit ==»*- x *» ,% quibus valoribus fubftitutis fft 

zr 

— ^ ** ba'x . 

" ; ' 7 ~ = — y. Nam tale ponendum eft 

t*/z/ — c u xVxz — c x r 

initium arcus V X, ut fimul cum fluente quantitatis 

*1» . . - , . ih-a'x, t , . 

— - -;===— «icipiat.- undeent = — | hy — ietfori 

CVZ, U — C u _ Ci/-Z. x •*--£■■■ 

£ /} L 2 «t i (| fci * 

CXT ~ 7== — -i ponendo »* = *. Eft vero • '. * „- 

\c*k 
ad — r— -ut ^ £* a< j f v jj OC c j|. j n rat j 0MC ^ondantj, q^. 

re harum quantitatum Flucntes fiint in eadem ratione, hoc eft 
Fluensquantitatisr^y feu ■ !* = erit ad fluentem quanti- 

catis .. ut » ** ad c\ Eft autem fluens quanticatis 



Vz z - 
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i/&*'=fe^riCrX,&Fluensquantitatis*^====r- cft fedtos 

*^^ Z? mfhm C^ 

tlyperboke, quod ftc oftenditur. /?/^. VII. 

Centro C femiaxe tranfverfo C V= c defcribatur Hyperbola 
sequilatera, & ex duobus pun&is infinfte vicinis B & D ad 
axem ordinentur dux reiShe fl£, £>F; ducantur item CB t 
C D. Et erit Fluxio feu incrementum trianguli CBE = trian- 
^ulo CBD + BEx EFb unde ttiangulum CBD, feu fedtor 
minimus CBD, erit « incremento tr ianguli C BE — BE* 
E F. Drcatur C £ *, 5r erit BE z=V& — -«*, & fi E *EF 
= j/z l -c ! . Eft quoque triangulum C'B £ = ;- 2; vV-r, 

cujus Fluxio efti x. *v£* — «* + 7 ■ x 5 a quo fi fubtra- 

hatur quantitas * x V-5 r T% fit fe&or minimu s CBD — 

-> -?**W — f Z = • 



5^R 



£' 



unde conftat fe&oiem C£ £ efle fluentem quan- 



titatis — - £ — . Prazterea fi B / tangens Hyperbolam AxS 

V & x — c 

tranfverto occurrat in T, ex natura Hyperbolx fit CE : C V :: 

CT : cT, hoceft jb :*r :.• e : ~ = CT = x. Fig.VIII. 

z, 

Hinc dcducimus fequentem conftru&ionem. Gentro C, 
femiaxetranfverfoCr — r, defcribatur Hyperbdla aquilate- 
tzVB, & circulus CeG excentroC. Ad liyperbolam du- 
catur re&a CB 9 &hyperbolse fangens B Taxi tranfverfo oc- 
currat in T. Capiatur circiili fe&or CVe, qui fit ad fe&orem 
Hyperbolicum CVBxx. n ad 1. In C e capiatur CK = CT,8c 
erit K pun&um in Curva quaefita, cujus perpendiculum e cen- 
tro C adTangentem in K demilTum, fi C K dicatur x, eft arqualc 

a v 

O Et 



( io& ) 

Et in hac Curva, urgente vi centripeta quae fit reciproee ut 
cubus diftantiae, movebitur corpus, fi fecundum dire&ionem 
Tangentis cum jufta velocitate exeat. Qualis autem debec efle 
vclocicas quae faeiac uc corpus harum Curvarum quamvis de- 
(cribat, fic invenietur. 

Cum velocicas qua corpus irt traje&oria quacunque 
movecur fit reciproce ut quancicas p, aflumendo conftantem 

a 
quamvis a, ea femper exponi poteft per — . Ec fi ad Axem C F 

ordinentur re&as quae fint reciproce uc cubi diftantiarum a 
centro, feu uc vires cencripeta?, & hac racione formecur Figura 
curvilinea, ejus Area indefinite extenfa femper exponi poreft 

b z 
per ~, ut ex Quadraturis conftat. At Area illa eft ut quadra- 

tum velocitatis quar acquiritur ab infinica diftancia cadendo, 

b 
adeoque velocicas hoc cam acquifica eric ut— . Hinc fi velo- 

x 

citas illadicacur y, & velocicasqua corpusin Traje&orta mo- 
vecur dicacur v, calefque aflumancur quantitates^ 8cb, uc ira 

b & 
unaaliqua acentrodiftanciafitj» : v :.* — : — , ericubique 

x P 
, , h a ax 

m omnibus diftantii» y •: v :: ..— . •—, :: p : — — . Unde fi 

x p b 

y~v, erit f — ~, & Curva hac velocitate deicripca eric Spi- 

ralis Nautica 5 vel Circulus exiftente p — x Sc-a — b. 

c- r ■ ax 

bij at major quam v, tuncp major enc quam ~— ; encque 

illa, ucex praecedentibus conftat* = - ■ --- . -. Curvaautem 

v b — x z 

conftruetur per fe^orem Hyperbolicum, uc in ultimo cafu 
oftenfumfuic, ubi diftantia corporis a cenrro per concurfum 
Tatigentis Hyperbokc qurn Axe. tranfverfo determinatur. Si 

y 
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y fit minor <juam v, at in tantilla- ratione ut manest £ majot 
quam a, Curva formabitur per ewn&m fectorem hyperbolicum. 
At diftantia corporisarceatro defumitur ex concurfii Tangen- 
tis cum Axe conjugato.- 
Si fit y : v : : p : x, erit in eo cafu a = &, & Curva cvad ic 

Spiralis Hyperbolica, ui>i eft p = ,. Hinc fi de loco 

<quovis projiciatur corpus fecundum datam re&am, cum ea 
veloeitare qux fit ad velocitatem ab infinito cadendo acquifi- 
tam, ut diftantia corporisacentroadperpendiculareme cen- 
tro ad lineam dire&ionis demiflatn, movebitur illud corpus 
in SpiraliHyperboIica. Si deniquefit v tanto majorqaam y, 
ut fit etiam a major quam h, Curva conftruetur per Se&ores 
Circulares. Atque hac ratione data velocitate femper determi- 
nari poflit relatio quantiratum a & h, ac proinde Curva defcri- 
bcrur hiquacorpus cum illa velocitate movebitur : & viciflim 
"dataCurva, feu datis quantitatibus >a & b, invenietur veloci- 
tas qua Curva illa deicribitur. 

OmniumGurvarum Area?(fi circulum excipias)<juse urgente 
hac vi csntripeta defcribi poflunt, funt perfede quadrabiles. 

ax 
Namprimo, m fpirali Logarithmica, quia eft /> = ■-— , erk 

KN= - • = — , ponendo h z — a z = c l : vid. Fig, II. 

— a x x * 
adeoque erit triangulum CVT/= - * cujus Fluens eft 



ax z 



= Are* Curvse.' 
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a x 
Si f fit -%==Li & <* major quam b, oftenfum eft efle K N 

= 3?F"i« undetf#*iC/=^====, aijus Fluens eft 
y x*- — c l Vx—c 

i *■* Vxl~~cl= AreaeCurvae. At fi* minor fit qazmh, fit Ktf~ 



3 



jrp-p « a ,„*_„_- ^— ,, cujtis Fiuens eft f> 

yV 4 if* _ ^ = Areae Curvae. Ponatur * =o, &' fiec ,-rff ~ • 

«g = o, unde _? = _• 4 f, 8? Area Curyae fit : = i « v* # z + <*— - 
a c. 
In Spirali Hyperbolica evanefcit quantitas c, & Arca Cutvce 

fit J4X. 

a^x „ _ _ _ <*# 

Si/ fit= - ;-— . oftenfunieft efle #tf= - p — - un>. 

r Vb z — x Vf — x 1 

dei C/,XA-N=3===vcuj»sfluenseft -^-.rfvG*^** 

= Areav Fiat # .= o, & crit (Jj— -j 4 <• = 0, (eu ^=_J_££j 
unde erit Area Curvae femper aequalis ~ a c — 7 a V f — x\ 
Fiat c z — ■ x* — o feu * = x, & Area curvae fit ~ a c. U n de 
fi initium ArCa. non capiatur ab initio ipfius x, feu ubi x eft 
=3 o,fed ubi x = c, eft maxima, hoc eft fi Ar ea ab V i ncipiaty 
(yid. Fig. VIIJ erit Area femper aequalis ~ a vV-— x\> 

De Areis quas defcribunt corpora radiis ad centrum dudis, 
urgente vi centripeta quae fitreciproce ut diftantiarum cubi* 
fequentia adnotavit CoJlega meus pcritiflimus Geometriae 
Profeflbr Halkiu*. Nempe fi corpora diverfos circulos ve. dfc 
verfas Spirales Hyperbolicas hac lege defcribunt ;. erunt areas 
fe<3orum, tam in- Circulis quam in.Spiralibus illis omnibus» 
sequalibus temporibus defcriptae, femper aequalesr Nam veloci- 
rates corporum in circuJis motorum fecundum hanc legem, de- 
benreflCradiisfeudiftantijs reciproce propomonales, adeoque 
arcus fimul percurfi erunt quoque in eadem radiorum reci- 
proca ratione, unde ftatim patebit fe&ores fimui -defcriptos 
efle aequaies. 

In.reliquis omnibus Cutvis cum fit velocitas ad velocitatea» 

a 

corporis in eadem diftantiain circulo moti ut --- x xzdp,(yide 

b 

4 

Ttg. III, ) feu ut — x /tfad #-V; interea d um corpus inTrajefto- 

x 

ria 
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ria. percurrit IineolamYA^corpus aliud in circulo in eadem di* 
ftantia motum percurret arcum — * KN ; & Area fe&oris 

b 
Ckculi & Trajedlorias fimul defcriptae erunt-r- ^ KN x \CN 

&KN*? CN,quz dua: Areas funt in ratione data, fcil. ut b ad 
a. Adeoque ubi eft a — b, uti fit in Spirali Hyperbolica, 
Area fic defcriptaeritfemper aequalis Areae fe&oriscircularis in 
aequali tempore defcriptae. 

November 14. 1713 



III. Rttles for correBing the ufual Methods of comfuting Amounts 
andfrefent Values, by Compound as mll as Simple Intereft ; and 
cf fiating Interefi Accounts. Offer*d to Confideration, bj 
Thomas Watkins, Oeht. F. R. S. 

I.. Of Compound Intereft. 

THE Suppofition whereon the MethoB of computing 
by COmpound Intereft is founded 5 viz. That all In» 
tereft Money, Rents, &c. are or may be conftantly receiv'd, 
and put out again atlntereft, the Moment they bccome due, 
wkbouc any Cbargej orTrouble, beingimpra&icable; there- 
fore all Compucations by this Method Cexcept of FeerSimpIes 
or other Perpetuities) muft needs be erroneous.- Thus fos 
Inftance, the Amount of a Sum of Money, or Annuity, for 
want of Dedu&ions out of the Profits, for the unavoidable 
Troublei Charge, and Delay iri the M&nagemenc, will be too 
great: and for the fame reafon, the prefenc valiie of a Sum 
of Money payable in any time to come, will becoo Iktle ; alfo 
the prefent value of an Annuity (being only the Amount of~ 
the difference between the Annuity, and Inrereft-of the faid, 
prefent value^ will be coo much. Buc in long terras of Years-,," 
as that difference becomes lefsib does the Erron a& tbs term is 

greacr 



